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ABSTRACT
J. Marzec, J. Osiewalski. Bivariate ZIP-CP type model in the joint analysis of count variables. Folia Oeco- 
nomica Cracoviensia 2012, 53: 5-20.
In the paper a generalization of the Berkhout and Plug (2004) bivariate Poisson regression model is 
proposed; in the Berkhout and Plug model one of the variables has the marginal Poisson distribu­
tion, while the other follows the conditional Poisson distribution. In the new model the marginal 
distribution is of the ZIP type and has the same parameterization as the hurdle model. Bayesian 
estimation of the model and the formal Bayesian comparison of its two alternative specifications 
are presented. The empirical example concerns joint modelling of the number of cash payments 
and bank card payments in Poland as well as inference on their correlation.
STRESZCZENIE
W pracy zaproponowano uogólnienie modelu dwuwymiarowej regresji poissonowskiej, który 
wprowadzili Berkhout i Plug (2004), przyjmujący brzegowy rozkład Poissona dla jednej zmiennej 
i warunkowy rozkład Poissona dla drugiej. W nowym modelu rozkład brzegowy jest typu ZIP 
i ma taką parametryzację jak w modelu płotkowym. Przedstawiono bayesowską estymację tego 
modelu i formalne bayesowskie porównanie dwóch alternatywnych jego specyfikacji. Przykład 
empiryczny dotyczy łącznego modelowania i wnioskowania o korelacji między liczbą płatności 
kartą i gotówką w Polsce.
KEY WORDS — SŁOWA KLUCZOWE
bivariate Poisson regression model, zero inflated Poisson model, bank card and cash payments
dwuwymiarowe modele regresji Poissona, model Poissona z nadwyżką zer, 
płatności kartą płatniczą i gotówką.
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1. W P R O W A D Z E N IE
R egresja  p o isso n o w sk a  je s t p o d s ta w o w y m  m o d e le m  an a lizy  z m ie n n y c h  licz­
n ik o w y ch  (tj. o w arto śc iach  ca łkow itych  n ieu jem n y ch ). Istn ie ją  jej d w u w y m ia ­
ro w e  u o g ó ln ien ia ; n iek tó re  n ak ład a ją  og ran iczen ia  n a  korelację m ięd zy  z m ie n ­
n y m i, in n e  p ro w a d z ą  d o  kom plikacji n a tu ry  s ta ty s ty czn o -n u m ery czn e j; zob. 
np . K ocherlako ta  i K ocherlako ta  (1992), W in k e lm an  (2008). N a  ty m  tle ob iecu ­
jący  je s t m o del, k tó ry  z a p ro p o n o w a li B erk h o u t i P lu g  (2004) p rzy jm u jąc  b rz e ­
g o w y  ro z k ła d  Poissona d la  jed n e j zm ien n e j o raz  w a ru n k o w y  ro zk ład  Poissona 
d la  d rug ie j (p rzy  usta lone j p ierw szej). M odel P-CP (Poisson —  conditional Pois­
son) je s t ła tw y  w  estym acji i d o p u szcza  korelację ró ż n e g o  z n a k u  (d o d a tn ią  albo 
u jem n ą), ale z n a k  te n  za leży  o d  z n a k u  je d n e g o  p a ra m e tru , a n ie  o d  zm ien n y ch  
objaśniających; zob. także  M arzec (2012). M odel P-CP został u ż y ty  w  Polsce do 
b a d a n ia  za leżności m ięd zy  liczbą transakc ji d o k o n y w a n y c h  g o tó w k ą  i liczbą 
transakcji d o k o n y w a n y c h  k a rtą  b a n k o w ą  (zob. Polasik, M arzec, Fiszeder, G órka 
(2012)); w b re w  in tu ic ji korelacja  m ięd zy  n im i okazała  się d o d a tn ia , co sk łan ia  
d o  p o n o w ie n ia  b a d a ń , ale p o  ro zsze rzen iu  ogran iczonej specyfikacji B erkhou ta  
i P luga.
M odele  reg resji d la  skokow ej zm ien n e j ob jaśn ianej z n a d m ie rn ą  liczbą ze r  
zo sta ły  s p o p u la ry z o w a n e  p rz e d e  w szy stk im  p rz e z  a rty k u ł L am b erta  (1992). 
C am ero n  i Trivedi (1998, 2005) o raz  W in k elm an  (2008) p rz e d s ta w ia ją  ekonom e- 
try czn e  m o d e le  d a n y c h  liczn ikow ych  z p rzy k ład am i ich  za s to so w ań  w  ek o n o ­
mii. W  p racy  ro z w a ż a m y  u o g ó ln ien ie  m o d e lu  P-CP polegające  n a  zas tąp ien iu  
b rzeg o w eg o  ro z k ła d u  Poissona p ie rw sze j z d w ó c h  z m ie n n y c h  ro z k ła d e m  ty p u  
Z IP  (zero inflated Poisson), p rz y  p o zo staw ien iu  w a ru n k o w e g o  ro z k ła d u  Poissona 
d rug ie j zm iennej. R ozk ład  ty p u  Z IP  m o że  m ieć u zasad n ien ie  w  w ie lu  sy tuacjach  
p rak ty czn y ch , g d y ż  b y w a  tak , że z e ro w a  w arto ść  zm ien n e j o b se rw o w an e j jest 
jakościow o o d m ie n n a  o d  in n y c h  w artości. P ro p o n o w a n a  w  tej p racy  p a ra m e ­
tryzacja  o d p o w ia d a  tzw. m o d elo w i p ło tk o w em u  (ang. hurdle model). O siew alski 
(2012) w p ro w a d z ił  sk o k o w y  ro z k ła d  d w u w y m ia ro w y , n a z w a n y  ZIP-CP (Z IP  
—  conditional Poisson) i p o d a ł jego  m om en ty . M odel d w u w y m ia ro w e j regresji 
p o issonow sk ie j, o p a r ty  n a  ro zk ład z ie  ZIP-CP, p ro w a d z i do  z n a k u  kow ariancji 
z a leżn eg o  o d  w arto śc i z m ie n n y c h  objaśn iających . G łó w n y m  celem  p racy  jest 
o m ów ien ie  estym acji i em p iry czn eg o  w yk o rzy stan ia  teg o  m o d e lu  s ta tystycznego , 
n a z w a n e g o  też  ZIP-CP (tak, ja k  leżący  u  jego  p o d s ta w  ty p  rozk ładu).
W  n a s tę p n e j części p racy  p rz e d s ta w ia m y  zw ięź le  ro z k ła d y  P-CP i ZIP-CP 
skup ia jąc  u w a g ę  n a  m o m e n ta c h  rz ę d u  1 i 2 oraz w sp ó łczy n n ik u  korelacji. W  trze ­
ciej o m aw iam y  m o d e l s ta ty s ty czn y  ty p u  ZIP-CP i jeg o  u jęcie b ayesow sk ie , zaś 
w  czw artej p re z e n tu je m y  p rz y k ła d  em piryczny .
o
2. R O Z K Ł A D Y  P -C P  I Z IP -C P  
O R A Z  Z W IĄ Z E K  M IĘ D Z Y  IC H  M O M E N T A M I
R o zw ażam y  łączn y  ro zk ład  p ra w d o p o d o b ie ń s tw a  d w ó c h  z m ie n n y c h  losow ych  
(Y i ,Y2) —  p r zyjm u ją c y c h w a r tości całkowi t e n ieu je m n e  —  i p rz e d s taw iam y  go 
n a s tęp u ją co:
P r f f  =  i, Y2 =  j }  = P r  {Yi = i} P r  { Y 2  =  j  I  Yi = i} = g l  h(j , Ą,  ( i j "  N  !  { 0 } ) .  ( 1 )
Jeś0 ro z H a d b ra e g o w y z m ion nej j ;̂[ ^ s t ro zId a m m I ôi:̂ £̂ ĉ na o w artośc i oczelOw a- 
n e j i  w a ria n g i  - j , a r ozCOed w nru n kow y Yi p rz y u sIa lo n e j w cctośd  z m ie n n e i Yj 
j c r t  r ozk ted e m P aisso n c o w a rJości oczekiw a n ej iw a r ia n c ji  m2exp(aY j), czyli
g ( i )  = e x p ( -p ) ( " ) '  / i !, h ( j ,  i) = exp[- "  e x p ( a )] (" " )J e x p ( a j )  /  j ! , (2)
to  m a m y  ro zk ład  d w u w y m ia ro w y  P-CP (Poisson —  conditional Poisson), k tó ry  za- 
jcro p o n ow a li Berk h o u t i P lu g  (2004) i u z yskali d l a n ieo a  ŵ ]̂ n il?ai m .in . w  p o s taci
n a s tęp u ją cy ch  m o m e n tó w :
E (Y 2) = #  exp[#  (e a -  1)], (3)
£ [(72)2] = E (Y 2) + [ E #  exp[Ą (!  --1)2], (4)
Var(Y2) = i ? - 1)2] - 1}, (5)
E  { Y ^ e ^ E Y ) .  (6)
Jeśli a ^ 0, to  b e z w a ru n k o w a  w a riancja (5) zm ien n e j Y2 je s t w iększa  o d  w artości 
oczekiw a n e j (3). Z ależ n ość m ię d zy  ob u  zm ien n y m i sp r aw ia , że b rz e g o w y  ro z ­
k ład  zm ie n nej Y2 o d p k w iad a ęm p iry czn ie częst ej sy -uacjj zw iększ onej w a rian cji 
d a n y ch  liezn ikow y cW. lEOrj t̂sg o w y eozkła d  zm ie n waj Z -  c:zy i:i r oek łe d  Poisaon e, n ie 
m a t ej w ła śyiw o śei. Jes t t o p ieaw szy  p o m 3 d  u o g óhaien ie d w u w y m iar ow ego ro z r 
kłmd n  P-CP p z rcz  w p eow a dayn ie coold a d o  . 1 .  o r m iej ty o boz yg o w e g 0 r oolCad u 
Poisso n a . N a la ip  tea  z a u w a żyćj ż e z n a k P o w ariancji m ię d z y Wy i Yj, c z y l i z n ak  
w jn a ż eniy
C k K « )  = - £ ( % - № )  = b b “ -  № h ) ,  (7)
za leży  je d y n ie  o d  z n a k u  stałej rzeczyw iste j a ,  a n ie  o d  w ielkości X y  A2, pa ra - 
m e try z o w a n y c h  głębiej (u za leżn ian y ch  o d  j)z m ie n n y c h  objaśn iających) )w  s ta ty ­
s ty czn y ch  zas to so w an iach  tego  m o d e lu  probab ilis tycznego . W  tej części k ró tko  
p rz e d s ta w im y  uog ó ln ien ie , k tó re  w p ro w a d z ił O siew alsk i (2012), d o puszcza jące
zw iązek  zn aku  k o w arian cji i w ie lkości Z j, co w  ana lizach  s ta ty s tycz n y ch  stw arza  
m o żliw ość u zm icn n ien ia  yego zn a k u , w  za leżności o d  w a rto tc i zm i e n n y ch  obja­
śn iających  p oziom  io .
O b e cnie zoaw aż am n in n o, it^li'̂ :ii!ii5i;z:;;̂  n iż  (h) jośr;;̂ ;̂ ]p>r.cLek, w  k iacy m  lącwn y
m ąu jem n n n e  (% j  "  -/V U -̂ (0}-) je  i y z k rećlo n ą  y zzzg Ikojti aoom w cou nO ow n hozleład  Za 
p rc y  u sJciondrn  n t :
oeaz ro ąkWan bc śśg - w y zm ien nej Yw k tó r y  o d m ie n n ie n i r  w  (1.C trak tu je w arto ść  0:
g dz ie  c  je s t u  sta ło n j  licab ą  z p r z e d ziału  (0, z ŝś0 f c n k zjo (s ta ld e sśene j ak
w  (a i. J eśli J  m d?(z j ' to  l-*]: ê U = p  = g  (0  = g (0  = Pa 0 i  j== z} i ob a rrzW  a d]°i Ipczn c 
są  iś t n tyczn e. Jeeh g so W ) ii śu nkcjz g  i h  o c d a n e mą w z o t om i (Oj j eo^ i c-  p oiaac - 
n z w skie, t o b rz e g o w y  r ozkła d  zm ien n ej Z  jessZ ty p u  SOP (Z zro faf a t za  Poisson)/ 
oaa w a e a n k oacy  cżlc p o z ostaje zozldtadzm  Pcirsany . Ro + d a id ł ak) y nnacyam y
ZtP-C P, a j<2gdo> ^ ^ mt^n -y m ają ogóln ą  p o s tmt
? ( ¥ ? ¥ ]  = (1 -  ^ (0 ))- '^ (l -  Y W m Y C a  +-(?-- g { Q ) W E iY 2n | Y = 0)], (10)
g P zie w yZorzystu je i>ip zn t n ą  p ost a ć m om e n tó w  r ozk ła d u  P-C P W  szczeg ólności:
E \ Y 22) = (1 -  gCO))-1̂  -  y )E (Y 22) + " -  g ( 0 ) ) ! ( 1  + ! ) ] ,  (14)
E  (Y Y E  = (1 -  g (0 ))-1 (1 -  y W # ) = (1 -  (0(O))_1 (1 -  # ) "  e x p ( a )E ( Y 2) , (15)
ra z k la d  jzuTEiLti ĉiojfj^cl^ltłi^i^^ii^ci Pr ezj = p Y2 = y} zm tsn n o cłr (h), n y  o w arżcńaircd
P r*{t 2 = o I g  = a  = n z i,  ,)  = Pr{z, = a  I n  = p (g)
m d /a  i = 0,
Pr*e a = /}  = g*(0  = .| 1 - r g (/)  dZa i % A j
(9)
1 - g (0 )
£* Y  = ( l - g ( o ) ) - 1 (l - y W t)  = ( i - g ( o ) ) -1(i - y ! (11)
E*(Yl2) = (1 -  g  (0 ))-1(1 -  " )  E  (Yj2) = (1 -  g  (0))-1(1 -  " ) ! ( 1  + ! ) ,  (12)
E \ Y 2) = (1 -  g (0))-1 [(1 -  r ) E ( Y 2) + ( r  -  g ( 0 ) ) ^ ] , (13)
(16)
V a / { Y 2) = {Var{Y2) + [E(Y2) -  ! #  + (i 7)
1 -  g (0 ) # -  g (0 ) 1 -  1
C o y #  J 2) = {Cov{Yx ,Y 2) + Y- # " ± ! [ E ( Y 2) -  A J  }, (18)
Y -  g (0 ) 1 - g ( 0 )
co c ro w ydki d o w sp ółczy n n ik a  korelacji p o st aci
C o r r \Y x, j  = , 1 g W  , (19)
“ (1 + Ą ) {Var(Y2; + " E Y ! i ,,;(Y2) -  ! ]2 + " Y ! }
0   ̂-  JĘf(0]> S -  &(0) 1 - "
g d zie E(Y2), Var(Y Z) i Cot^Yj, Y[) sv m o m e n ta m i ro zk ła d u  P-CP d an y m i w  (3), (5) 
i (7). R ów n o w a yn y  zap is  k o w nsmncj2 w  ro z kła d zae ZIP-C P to  (p o p r ostych  p rz e ­
kszt ałceniach )
CovXYx, Y $  = (1 -  g (0 )$ 2(l -  r m (1 -  g(0)) exp(a)E(Y,) -  (1 -  y)E(Y2) -  (y  -  g ( 0 ) ) ! ] 
= (1 - eop(- ! 1 ) - 2(1 -  y ) ! ! O1- exo( - ! ) V  -  (1 -  y ) ] e x p ( ! i e a -1 )) -  y + exp(-C )} •
W id z im y , z e  zm ie n n e loso w e (Yj, Y 2) o łą c zn y m  r ozkładoie p r aw d o p o d o b ień s tw a
1) są  skore low a a e u jem n je, j e ś i
[(l - e xo( - 0 -  (1 - j # ) ] (e# - $ ) ) < " - ex p (- ! ) , 
k) ką skora(o w a n e d o dlatn io, j eśd
%(1 -  exp(—>2 " e #  -  (1 -  ( ) ]  e k p ( !  (e a -  - )  > o -  e x p ( - !1) ,
3) są  n iesknr i 1o w a n e ,jo ś li
W  -  exP( - ! ) ) C  -  (i -i - ) ]  e0 p(a( (-  “ -  ) #  = o -  yx  e ( - ! ) .
W  pczyp ad k u  1/ = 1j(0) = , czyli b rzeg o w eg o  ro z k ła d u  Poissona dla
Y 1, k tó ry  przy ję li B erk h o u t i P lu g  (2004), sk o m p lik o w an a  fo rm u ła  kow ariancji 
(18) i (20) sp ro w a d z a  się d o  znaczn ie  prostsze j postaci (7), g d z ie  z n a k  kow ariancji 
za leży  jed y n ie  o d  z n a k u  stałej a .  W  p o zo sta ły ch  p rz y p a d k a c h , tj. g d y  b rzeg o w y  
ro zk ład  d la  Y 1 je s t ty p u  Z IP  z n a k  kow ariancji (20) za leży  o d  w artośc i p rz y jm o ­
w a n y c h  p rz e z  mi i a  (a n ie  ty lko o d  z n a k u  tej d rug ie j stałej). O czyw iście, k o n ­
k re tn a  w arto ść  kow ariancji w  rozk ładz ie  ZIP-CP (a n ie  sam  jej znak ) o raz  w artość  
w sp ó łczy n n ik a  korelacji (19) za leżą  o d  w szystk ich  sta łych  w y stęp u jący ch  w  fu n k ­
cji p ra w d o p o d o b ie ń s tw a  teg o  ro zk ład u , tj. o d  y ,  X j, X2 i a.
Z a u w a ż m y  też, że zw ięk szen ie  p ra w d o p o d o b ie ń s tw a  zerow ej w artośc i Y 1 
(w  s to su n k u  do  ro z k ła d u  Poissona o w artośc i oczekiw anej i w ariancji Aj), czyli
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przy jęc ie  ro z k ła d u  Z IP  z y  > g(0), p ro w a d z i do  w ariancji (16) w iększej n iż  w ar­
tość o czek iw an a  (11). Z a tem  ro zk ład  ZIP-CP um ożliw ia  m o d e lo w an ie  zw ięk szo ­
nej w ariancji obu  o b se rw o w an y ch  z m ie n n y c h  liczn ikow ych, chociaż n ie  są one  
tra k to w a n e  sym etrycznie.
3. M O D E L STATYSTY C Z N Y  T Y PU  Z IP- C P
R ozw a ż a m y  T  s to ch astyczn ie m eaależ n nch  d w y w y m iarow y oh z ieue n n ^ łi  loso ­
w ych  (Y1;, Y 2t', t =  1,2, ...  T) o r óżrtych  r c stłcł^diic^  ty p u  Z IP-UP p o s ta d
Pr* %  -  /, —  = j }  = g* ( J  i ) j  " N  U  { 0 } ), (21)
P t* Y  = /} = # = )  =
'jn d l a  i =  0,
.^)(i)
1 -  g t (0 )
d l a  i  G  A%; g 0 ) )  =  e x p ( - " () ( " ) ’ /  i \ , (2^
P r* {}=  = P I = 0  = ! U " )  =  « p i —  ex]f<aaf)^(,Pj()-/' e x p ( c a j ) /  j ! (23)
=u = « p O o A )  ^  = e x p(+c A  X
° ( = e x p ( - e <5/l1m) = « P C -  e x p (<5 -I- n jA  n  (24)
g dz ie  x; i są  w ierszam i w artośc i z m ie n n y c h  ob jaśn iających , k tó re  m o g ą  się 
p o k ry w ać  (w  części lub  w  całości). Z m ien n e  objaśniające określają  p ra w d o p o d o ­
b ień s tw a  p o jaw ien ia  się poszczeg ó ln y ch  w artości z m ie n n y c h  Y1; i Y2t, a w p ły w  
z m ie n n y c h  ob jaśn iających  n a  te  p ra w d o p o d o b ie ń s tw a  je st d e te rm in o w a n y  w iel­
kością poszczeg ó ln y ch  sk ład o w y ch  k o lu m n  b 1 i b 2 o raz  w ielkością p a ra m e tru  5, 
p rz y  czym  p a ra m e tr  5  d ecy d u je  o w ielkości odch y len ia  p ra w d o p o d o b ie ń s tw a , że 
Y1;= 0 , od  w artośc i w ynikającej z ro z k ła d u  Poissona. W  ta k  o k reś lo n y m  p a ra m e ­
try c z n y m  m o d e lu  s ta ty s ty czn y m  w ek to r p a ra m e tró w  6  je s t k o lu m n ą  g ru p u jącą  
5, a ,  b  i b 2. Z au w ażm y , że m o m e n ty  ro z k ła d u  łącznego  p a ry  (Y1;, Y2t), p o d a n e  
w  p o p rzed n ie j części pracy, za leżą  te raz  o d  z m ie n n y c h  objaśniających.
W  lite ra tu rze  specyfikacja o p a r ta  n a  w zo rze  (22) je s t n a z y w a n a  m o d e lem  
p ło tk o w y m  —  ang. hurdle model; zob. C am ero n  i Trivedi (2005), s. 680. P o rów ­
n a n ie  tej specyfikacji z o ry g in a ln y m  m o d e le m  Z IP  p o d a je  W in k e lm an  (2008). 
G łów nym i za le tam i naszej p ropozycji są  p ro s to ta  pa ram etry zac ji i s tą d  w zg lęd n a  
ła tw ość  estym acji, a zw łaszcza  p ro s to ta  te s to w an ia  zasadnośc i red u k c ji n o w eg o
l l
m o d elu  d o st an d a id ow e g o m o d e lu Poissom .  Poró w n y w e n ie o r ogan a lo eg o m o ­
d elu  Z lP z e s ta n d a rd o w y m  m o d e le m  Poissona nastręcza  p ro b lem y  zw iązan e  ze 
s p ecuPkaoj a m i (hip o te z am i) n iezag n ie ż d ż o n y rm ;z o b .W (n k alm an(O 0080, sOr. 180 .
Jeśli z a o b se rw o w a n o  Y1; =  y1t i Y2; =  y2t (t =  1,2,...,T), to  o d p o w iad a jąca  ty m  
w arto śc iom  funkcja  w ia ry g o d n o śc i m a  postać
g dz ie  y  o znacza  m acierz  (2xT) zaw iera jącą  zao b se rw o w an e  w artości zm ien n y ch
W  em p iry czn y ch  zas to so w an iach  tego  m o d e lu  w ażn e  je s t n ie  tyle w n io sk o ­
w an ie  o 6  =  (5, a ,  b 1' b 2') ', ile raczej o w ie lu  n ie lin iow ych  funkc jach  p a ra m e tru  
6  —  tak ich , ja k  p ra w d o p o d o b ie ń s tw a  łączne , b rzeg o w e  i w a ru n k o w e  ró żn y ch  
w artośc i p a ry  (Y1t, Y2t) o raz  m o m e n ty  i in n e  ch a rak te ry s ty k i jej ro zk ład u . M ało- 
p ró b k o w e  w n io sk o w an ie  za ró w n o  o 6, ja k  i n ie lin iow ych  funkc jach  6, m ożliw e 
je s t n a  g ru n c ie  s ta tystyk i bayesow sk ie j, k tórej p o d s ta w y  i p rz y k ła d y  zas to so w ań  
w  em p iry czn y ch  b a d a n ia c h  ek o n o m iczn y ch  p re z e n tu ją  np . O siew alsk i (2001), 
O siew alsk i i Pajor (2010).
Jak  w iad o m o , podejśc ie  bayesow sk ie  sp ro w a d z a  się d o  ok reślen ia  n a  p rz e ­
s trzen i p a ra m e tró w  m ia ry  p robab ilis tycznej (lub p rzy n a jm n ie j v -sk o ń c z o n e j)  
z w anej ro z k ła d e m  a priori, a n a s tę p n ie  w y k o rzy s tan ia  funkcji w ia ry g o d n o śc i 
d o  u zy sk an ia  ro z k ła d u  a posteriori p a ra m e tró w  (w a ru n k o w e g o  w z g lę d e m  d a ­
n y c h  i re p re z e n tu ją ce g o  k o ń co w ą  w ie d z ę  o 6). W  szczególności w a ż n y m  za- 
d a n ie m j e s t okr eślen i e k i e ru n k u  i siły  korelacji m ię d z y Y 1; ii Y2;, czyli p od an ie  
(d la d a n e g r i) p r  nw d o p o d  obeeń n tw a a / i z s ienorz u je m n e j k orelacji, tj . w a ru n k u  
[(1 -  exp(- ! 1t))e# -  (1 -  " t)] e x p ( ! t (e a - 1)) < " t -  e x p ( - ! j t) ., o raz  p re z e n ta c ja  p e ł­
n eg o  ro z k ła d u  a posteriori w sp ó łczy n n ik a  korelacji o ogólnej postac i (19). D o ­
d a tk o w ą  m ożliw ością  jest fo rm aln e  bayesow sk ie  p o ró w n a n ie  em piryczne j a d e ­
k w atnośc i d w ó c h  n iezag n ieżd żo n y ch  m odeli ZIP-CĘ o d p o w iad a jący ch  zam ian ie  
kolejności z m ie n n y c h  o b jaśn ianych  (czyli ich  num eracji). S tw arza  to  n o w e  pole  
b a d a ń  s ta tystycznych . B adanie  ad ek w atn o śc i p ro s tszeg o  m o d e lu  P-CP k tó ry  z a ­
p ro p o n o w ali B erkhou t i P lug  (2004), sp ro w ad za  się w  ram ach  specyfikacji (21)-(24) 
d o  te s to w an ia  p roste j h ip o te z y  5  =  0; m o ż n a  to  p rz e p ro w a d z ić  fo rm aln ie  —  p o ­
ró w n u ją c  czynn ik i B ayesa d w ó c h  n ie zag n ieżd żo n y ch  m odeli z 5  =  0 i 5  ̂  0 —  lub 
uży ć  n ie fo rm alnego , ale p rostszego , te s tu  ty p u  L ind leya  w  ogó ln ie jszym  m o d elu , 
d o p u szcza jący m  d o w o ln ą  rzeczy w istą  w arto ść  5. D odajm y, że  5  > 0 (5 < 0 )  o zn a ­
cza p ra w d o p o d o b ie ń s tw o  zerow ej w artości zm ien n e j Y 1t m n ie jsze  r(w iększe) n iż  
w  m o d e lu  Poissona. Z a tem  w a ż n ą  kw estią  je s t obliczenie p ra w d o p o d o b ie ń s tw a  
a posteriori takiej sytuacji.
A by określić bayesow sk i m o d e l ty p u  ZIP-CP n a leży  p rzy jąć  ro zk ład  a priori 
w ek to ra  6. W  p ierw szej p racy  dotyczącej tak iego  m o d e lu  p ro p o n u je m y  założyć
(25)
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n ieza leżność  a priori p a ra m e tró w  i d la  k ażd eg o  in d y w id u a ln ie  p rzy jąć  s ta n d a r ­
d o w y  ro zk ład  n o rm a ln y  N (0 , 1). Z e ro w e  w artośc i oczek iw ane  a priori oznaczają, 
że n a jw ięk szą  szan sę  d a jem y  w stęp n ie  n a jp ro s tszem u  m o delow i, w  k tó ry m  {Y1t} 
i {Y2t} są n ieza leżn y m i o d  siebie p ró b am i losow ym i p ro s ty m i z d w ó ch  ro zk ład ó w  
Poissona. Jed n o stk o w e  o d chy len ia  s ta n d a rd o w e  a priori da ją  gw aranc ję , że specy ­
fikacje od leg łe  o d  tej na jp rostsze j m ają  b a rd z o  is to tn e  w s tę p n e  szanse. W ydaje 
się, że taki p ro s ty  łączn y  ro zk ład  a p rio ri niesie słabą ty lko w ie d z ę  w s tę p n ą  (nie 
je s t b a rd z o  in fo rm acy jny) i g w a ra n tu je  ła tw ość sym ulacji M on te  Carlo z ro zk ład u  
a posteriori, ale jego  k o n k re tn a  ro la  in fo rm acy jn a  (w  s to su n k u  d o  funkcji w ia ry ­
godności) o raz  w rażliw ość ro zk ład u  a posteriori są  kw estiam i em pirycznym i, k tóre 
n a leży  b ad ać  o d ręb n ie  d la  k ażd eg o  an a lizo w an eg o  z e s ta w u  d w u w y m ia ro w y c h  
d a n y c h  licznikow ych.
4. P R Z Y K Ł A D  E M PIR Y C Z N Y
W  celu ilustracji em p iryczne j p rzy d a tn o śc i z a p ro p o n o w a n e g o  m o d e lu  sta tystycz ­
n eg o  ty p u  ZIP-CP oraz  m ożliw ości, jakie daje jego  analiza  b ayesow ska , w y korzy ­
s tam y  d an e , k tó re  Polasik, M arzec, F iszeder i G órka (2012) badali s tosu jąc m odel 
p ro s tszy  (P-CP), szaco w an y  m e to d ą  najw iększej w iarygodnośc i. D an e  p rz e d s ta ­
w ia ją  liczbę p ła tnośc i g o tó w k ą  i k a rtą  p ła tn iczą  d o k o n a n y c h  (w  m iesiącu) p rzez  
T  =  1190 osób, k tó re  w  p a ź d z ie rn ik u  i lis topadz ie  ro k u  2010 o raz  w  sty czn iu  roku  
2011 ank ie to w ał Pentor. W ym ien ien i au to rzy  uzyskali i analizow ali te  d a n e  w  ra ­
m ach  p ro jek tu  b ad aw czeg o  fin an so w an eg o  p rz e z  N a ro d o w y  B ank  Polski w  roku  
2010. W yniki te  w sk azy w a ły  n a  d o d a tn ią  korelację  m ię d z y  liczbą p ła tnośc i g o ­
tó w k ą  i k a rtą  p ła tn iczą . O becn ie  sp raw d z im y , czy zastąp ien ie  b rzeg o w eg o  ro z ­
k ła d u  Poissona jed n e j zm ien n e j ro z k ła d e m  ty p u  Z IP  je s t em p iry czn ie  zasad n e , 
a u z m ie n n ie n ie  w  te n  sposób  m oż liw eg o  z n a k u  korelacji m ię d z y  z m ien n y m i 
w skaże  n a  u je m n ą  korelację m ięd zy  liczbą p ła tnośc i g o tó w k ą  i k a rtą  (dla p rz y ­
najm nie j części re sp o n d e n tó w ). W  n in ie jszych  b ad an iach , o ch a rak te rze  p rz e d e  
w szy stk im  m e to d y c z n y m , w y k o rzy s tu jem y  d a n e  su ro w e , tzn . b ez  in d y w id u ­
a ln y ch  w a g  u w zg lęd n ia jący ch  re p re z e n ta ty w n o ść  p o szczeg ó ln y ch  obserw acji 
(re sp o n d en tó w ) w ch o d zący ch  w  sk ład  próby ; Polasik, M arzec, F iszeder i G órka 
(2012) uży li d a n y c h  w ażonych .
W  Tabeli 1 p o d a je m y  zm ien n e  objaśniające i ich  ty p o w e  w artości, tj. średn ie  
w  p rz y p a d k u  z m ie n n y c h  c iąg łych  i na jczęstsze  d la  z m ie n n y c h  dycho tom icz- 
nych.
W  Tabeli 2 p rz e d s ta w ia m y  d w u w y m ia ro w y  ro zk ład  em p iry czn y  liczby p ła t­
ności g o tó w k ą  i k a r tą  o raz  jeg o  ro z k ła d y  b rzeg o w e . Ś red n ia  liczba p ła tnośc i 
g o tó w k ą  w y n o si 20,5 (w ariancja  je s t ró w n a  299), ś red n ia  liczba p ła tnośc i k a rtą  
w y n o si 5 (p rzy  w arianc ji 45), korelację em p iry c z n ą  zaś  c h a rak te ry zu je  w sp ó ł­
czy n n ik  ró w n y  0,008, w sk azu jący  n a  b ra k  lin iow ej zależności m ięd zy  liczbą p łat-
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Tabela 1
Informacje sumaryczne o zmiennych objaśniających
Zmienna objaśniająca Średnia/ modalna
Płeć (1-mężczyzna, 0-kobieta) 0
Wiek (w latach) 40
Stan cywilny (1-żonaty lub zamężna, 0-nie) 1
Miejsce zamieszkania (1-miasto, 0 — wieś) 1
Miesięczny dochód w rodzinie (w tys. zł) 3,5
Wykształcenie (lata nauki) 12,5
Czy posiada internet (1-tak, 0-nie) 1
Źródło: opracowanie własne.
ności k a r tą  (Y1) i g o tó w k ą  (Y2). D la obu  z m ie n n y c h  o b se rw u jem y  em p iry czn ą  
w arian c ję  zw ięk szo n ą  w  s to su n k u  d o  średn ie j. P o n ad to  m o ż n a  zau w aży ć  ró ż ­
n ice m ięd zy  ro zk ład am i b rzeg o w y m i, tj. em p iry czn y  ro zk ład  Y2 je st p rz e su n ię ty  
n a  p ra w o  (na osi n o śn ik a  ro zk ład u ) w z g lę d e m  p emp(y1), tzn . w arto ść  m o d a ln a  
i m e d ia n a  d la  liczby transakcji g o tó w k ą  są  w iększe n iż  d la  p ła tnośc i kartą . D la 
tej ostatn iej fo rm y  p ła tnośc i o b se rw u je  się d u ż ą  frakcję ze r  (34%), k tó ra  k o n tra ­
stu je  z n isk im  (około 0,007) p ra w d o p o d o b ie ń s tw e m  zera , ob liczonym  z ro zk ład u  
Poissona o w artośc i oczek iw anej ró w n e j ś redn ie j z p ró b y  (czyli 5). D la p ła tn o ­
ści g o tó w k ą  frakcja ze r  w y n o si około 2%, co p rzew y ższa  p ra w d o p o d o b ie ń s tw o  
z ro z k ła d u  Poissona ró w n e  za led w ie  10-9. W  obu  p rz y p a d k a c h  w sk azu je  to  n a  
p o trz e b ę  zas to so w an ia  ro z k ła d ó w  z n a d w y ż k ą  zer.
U w z g lę d n ia m y  te sam e z m ie n n e  objaśn iające d la  obu  z m ie n n y c h  liczn iko ­
w ych , a za tem  (biorąc p o d  u w a g ę  w y razy  w o ln e  w  reg resjach  po issonow sk ich) 
b i  i b 2 są  k o lu m n am i 8 -w ym iarow ym i, n a to m ias t w ek to r w szystk ich  p a ra m e tró w  
6  je s t k o lu m n ą  18-w ym iarow ą. P rzypom nijm y , że 6  m a  łączny  n o rm a ln y  ro zk ład  
a priori o w arto śc iach  o czek iw anych  0 i jed n o stk o w ej m acierzy  kow ariancji. P róbę 
za leżn ą  z 18-w ym iarow ego  ro z k ła d u  a posteriori sy m u lu jem y  za  p o m o cą  se k w e n ­
cy jnego  łań cu ch a  M etropo lisa  i H astin g sa  (M -H), tj. m e to d y  z g ru p y  M CM C 
(M arkov Chain M o n te  Carlo). W  p rz y p a d k u  o b u  m o d e li (M 1: Y1t o znacza  liczbę 
p ła tn o śc i k a r tą  a Y 2t —  liczbę p ła tnośc i go tó w k ą , M 2: n a  o d w ró t)  p rz e p ro w a ­
d zo n o  500 tysięcy lo so w ań  tra k to w a n y c h  jako  p ró b a  z ro z k ła d u  a posteriori. W cze­
śniej w y k o n a n o  kilka m ilio n ó w  lo so w ań  w stę p n y c h  (spalonych), b ad a jąc  m .in. 
w rażliw ość  a lg o ry tm u  M -H  n a  jego  p u n k ty  s ta rto w e  w  p rzes trzen i param etrów .
N a  W ykresie 1 p rz e d s ta w io n o  zb ieżność  p rzy ję teg o  łań cu ch a  M -H  do  ro z ­
k ła d u  a posteriori w  m o d e lu  M 1, k tó ra  jes t zadaw ala jąca  z u w ag i n a  szybko stabili­
zu jący  się d la  w szystk ich  p a ra m e tró w  p rzeb ieg  tzw. s ta n d a ry z o w a n y c h  sta ty sty k  
su m  sk u m u lo w an y ch  (C uSum ), tzn . ś red n ich  a ry tm e ty czn y ch  (z poszczegó lnych
Tabela 2








Pemp(yi,y2) 0 (0/5] (5; 10] (10;15] (15;20] (25;30] >30 pemp(y2) struktura
0 0 2 l i 6 2 2 1 24 2%
(0;5] 13 46 39 18 6 1 3 126 11%
(5;10] 69 114 38 16 8 3 0 248 21%
(10;15] 76 55 38 9 7 8 3 196 16%
(15;20] 57 52 27 5 4 2 1 148 12%
(20;25] 40 36 19 6 3 2 2 108 9%
(25;30] 46 20 9 7 3 0 0 85 7%
(30;35] 26 17 12 5 4 1 1 66 6%
(35;40] 21 17 7 3 1 1 5 55 5%
(40;45] 13 8 3 4 4 0 0 32 3%
(45;50] 11 9 5 4 1 1 1 32 3%
>50 37 15 3 4 4 2 5 70 6%
pemp(yi) 409 391 211 87 47 23 22 1190
struktura 34% 33% 18% 7% 4% 2% 2%
Źródło: opracowanie własne.
lo sow ań) s ta n d a ry z o w a n y c h  k o ńcow ym i w arto śc iam i ś re d n ic h  i o d ch y leń  s ta n ­
d a rd o w y ch . W  p rz y p a d k u  d ru g ieg o  m o d e lu  za s to so w an y  a lg o ry tm  także  okazał 











Liczba losowań x 10
Źródło: opracowtnie własne.
Wykres 1. Zbieżność statystyk CuSum w modelu Mj
Pieaw szą  kw estią, Istóną n a leży  p o d d ać em p iry c z n ej w e ry fikacji, je s t w yt ó r  
j e d n ej z d w óch  aleer n key w ą y ćh  sp e cyfikacji (M y  M t ) m r d e l u stayerty c z n ćgo 
ty p u  n iP -ć E  W ypdo o rz y p om n ież, że p r a w d op od o b ień s tw o  p posteriori m o d e lu M g 
jż o  k,P) w okrZa, z g o d n ie z w z ore m  Bayesa, fo rm u ła
(M \ ) _ p(yK -) • p {M , )
n  , y M(y p )- n(Mi ) -+ ^ (y |bó2)‘ p (M 2 )
(26)
M o ż n a p r zy j ą ć r e w n e  e sanse  r  p r iożi, ji,(^ yi ) =  0,5, bo  b ra k  je s t teo re ty cz ­
n y c h  p r z żsłan ek  d o  fa w o ryzo w z n ia k tór eg oś m odelu . D o p o ró w n a n ia  w y sta r ­
czy  w ięe coy n n ik  Bayesa, czy li ilo raz b rz e g ow y ch  gęstości w ek to ra  obserw acji 
B F  = wiy |-AS2)/ /oWyMj); zob. O siew alsk i (2001), W róblew ska (2009). W yniki p re ­
z e n tu je m y  w  Tabeli 3.
M odel M j  jest kilkaset rzęd ó w  wielkości lepszy  od  M 2 i skup ia  p raw ie  całą m asę 
p ra w d o p o d o b ie ń s tw a  a posteriori; p ra w d o p o d o b ie ń s tw o  a posteriori m o d e lu  M 2
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w y n o si p rak ty czn ie ze ro . Prz ew ag a m od e lu  M 1 w  opisie b a d a n e g o  zjaw iska  je s t 
z d ecyd ow a n a. W  u e u p e łn i e n i u pociaje m y  d la  obu  m odeli w artośc i funkcji w ia ry ­
g o d n ości L  {0NW; y ) ,  z o b . w z ó r  (25), d la ocen  najw iększej w iarygodności, k tó re  zo ­
sta ły  w ye n nczon a w eom ach  n u m e zy oznej realizacji a lg o ry tm u  M -H. D la m o d e lu  
M i o lrz y m a n o  L  ( ! . ;  je;)=  55 235, a d la  d rug ie j specyfikacji na jw iększa  w arto ść  
funkcji w ia ry g o d n o śc i by ła  n iższa, b o w iem  w y n io sła  54 161. Z  n iebayesow sk iego  
p u n k tu  w id zen ia  w y n ik  p o ró w n a n ia  m odeli o p a r ty  n a  k ry te r iu m  in fo rm acy jn y m  
(k tó rym kolw iek) także  w sk azu je  n a  ad ek w a tn o ść  m o d e lu  M i (w  kontekście  M 2). 
W arto  w sp o m n ieć , że z u w ag i n a  n ie s ta n d a rd o w ą  p ostać  m o d e lu  (21)-(24) za ­
s to so w an ie  d e te rm in is ty czn y ch  p ro c e d u r  op tym alizacji funkcji w ia ry g o d n o śc i 
sp o tk a ło  się z o g ro m n y m i p ro b lem am i obliczeniow ym i. N u m e ry c z n e  n a rzęd z ia  
ana lizy  bayesow skiej ok azu ją  się za tem  p rz y d a tn e  także  w  estym acji m e to d ą  n a j­
w iększej w iarygodności.
Tab ela 3
Brzegowe gęstości wektora obserwacji i prawdopodobieństwa a posteriori obu modeli
Model
M1: Y1t liczba płatności kartą, 
Y2f — gotówką
M2: Y1t liczba płatności gotówką, 
Y2l — ]̂ £̂rł;ą
ln p(y\M  t) 55218,3 i4152,1
Logio BI5 - - 467
CzynniOBayesa (BF) - <4 0
pBM,) a,5 a,5
p{M i \y) «1 «0
Źródło: opracowanie własne.
Z  u w ag i n a  w yn ik i p o ró w n a ń  m odeli, dalsze  ro z w a ż a n ia  n a tu ry  in te rp re ta ­
cyjnej b ę d ą  op ierać  się n a  M 1, a w yn ik i d la  d ru g ie g o  m o d e lu  b ę d ą  m iały  ch a ­
ra k te r  uzupełn ia jący . W  Tabeli 4 p o d a n o  w artośc i oczek iw ane  i odch y len ia  s ta n ­
d a rd o w e  a posteriori p a ra m e tró w  naszej d w u w y m ia ro w e j reg resji ty p u  ZIP-CP 
W  M 1 w szystk ie  z m ie n n e  objaśniające is to tn ie  w p ły w a ją  n a  liczbę p ła tnośc i g o ­
tó w k ą , n a to m ia s t ty lko p o s iad an ie  in te rn e tu , iw ykszta łcen ie  i d o c h ó d  p o w o d u ją  
znaczące  z ró żn ico w an ie  liczby p ła tnośc i kartą . O cen y  p a ra m e tró w  i b łę d y  sza ­
cu n k u , k tó re  p o d a ją  Polasik, M arzec, F iszeder i G órka (2012), są  b a rd z o  zb liżone 
d o  b ayesow sk ich  w artośc i oczek iw an y ch  i o d ch y leń  s ta n d a rd o w y c h  a posteriori 
p re z e n to w a n y c h  w  tej p racy  —  m im o, że w  n aszy ch  b a d a n ia c h  liczba zm ien n y ch  
objaśn iających  je s t p o n a d  d w u k ro tn ie  m niejsza. B rzegow y ro zk ład  a posteriori p a ­
ra m e tru  5  (W ykres 2) p o k azu je , że red u k c ja  m o d e lu  ZIP-CP d o  P-CP je st b ezza ­
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sad n a , g d y ż  p ra w d o p o d o b ie ń s tw o  zerow ej liczby p ła tnośc i g o tó w k ą  je s t is to tn ie  
w iększe  n iż  w y n ik a ło b y  to  z ro z k ła d u  Poissona. W artość o czek iw ana  a posteriori 
d la  5  w y n o si -1,876 p rz y  o d ch y len iu  s ta n d a rd o w y m  0,041.
Tabela 4
Wartości oczekiwane i odchylenia standardowe a posteriori parametrów modeli
Model M1 M2






„1" 0,909 0,098 -0,259 0,101
Płeć -0,045 0,025 0,006 0,026
Wiek -0,002 0,001 -0,007 0,001
Stan cywilny -0,047 0,029 0,056 0,031
Miejsce zamieszkania -0,007 0,028 0,077 0,030
Dochód 0,051 0,010 0,094 0,011
Wykształcenie 0,056 0,006 0,089 0,006










„1" 2,826 0,049 2,803 0,048
Płeć -0,102 0,013 -0,093 0,013
Wiek 0,008 0,001 0,008 0,001
Stan cywilny -0,158 0,015 -0,152 0,014
Miejsce zamieszkania 0,145 0,015 0,133 0,015
Dochód 0,016 0,006 0,019 0,005
Wykształcenie -0,008 0,003 -0,004* 0,003
Internet -0,085 0,016 -0,066 0,016
a 0,004 0,001 0,0023 0,0007
5 -1,876 0,041 -1,638 0,053
Źródło: opracowanie własne.
Z a tem  ro z k ła d  te n  u leg ł z n a c z n e m u  p rze su n ięc iu  w  s to su n k u  d o  ro zk ład u  
a priori i jed n o cześn ie  zm nie jszy ło  się jego  rozp ro szen ie . D la a  ch a rak te rystyk i 
te  w y n o szą  o d p o w ie d n io  0,004 i 0,001, w skazu jąc  n a  is to tn ie  d o d a tn ią  zależność  
w a ru n k o w e j średn ie j liczby p ła tnośc i k a r tą  o d  liczby p ła tnośc i go tów ką. B rze­
g o w y  ro zk ład  a posteriori p a ra m e tru  a  (W ykres 3) je s t p rak ty czn ie  og ran iczo n y  
d o  p rz e d z ia łu  (0,0006; 0,0076), czyli zaw ie ra  się w  p rzed z ia le  o w ysokiej gęstości 
a priori, je d n a k ż e  in fo rm acje  z p ró b y  sp o w o d o w a ły  u zy sk an ie  ro z k ła d u  o z n a ­
cząco m n ie jszy m  ro zp ro szen iu .
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Źródło: opracowanie własne.
Wykres 2. Brzegowy rozkład a posteriori parametru a
delta
o  ac <N <N
Źródło: opracowanie własne.
Wykres 3. Brzegowy rozkład a posteriori parametru 5
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Źródło: opracowanie własne.
Wykres 4. Rozkłady a posteriori próbkowych korelacji dla wybranych obserwacji
O siew alsk i (2012) d o w o d z i, że w  m o d e lu  ty p u  ZIP-CP d o d a tn io ść  p a ra m e ­
tru  a  n ie  m usi oznaczać  d o d a tn ie j korelacji p róbkow ej z m ie n n y c h  ob jaśn ianych  
(jak  to  je s t w  m o d e lu  P-CP). R ozk łady  a posteriori p ró b k o w y ch  korelacji trzech  p a r 
( Y1t, Y 2t) —  tych, d la  k tó ry ch  w arto ść  o czek iw ana  a posteriori w sp ó łczy n n ik a  k o ­
relacji je s t n a jm n ie jsza , p rzec ię tn a  w  sensie  m e d ia n y  i na jw iększa  —  są p o k azan e  
n a  W ykresie 4. D o w o d z ą  one słabej, ale jed y n ie  d o d a tn ie j korelacji m ięd zy  licz­
b am i p ła tnośc i g o tó w k ą  i kartą. Z asto sow an ie  m o d e lu  bardzie j a d ek w a tn eg o , tj. 
ty p u  ZIP-CP zam iast P-CP nie  zm ien ia  (p o d  ty m  w zg lęd em ) w y m o w y  w yników , 
k tó re  po d a li Polasik, M arzec, F iszeder i G órka (2012).
5. P O D S U M O W A N IE
Z a p ro p o n o w a n e  u o g ó ln ien ie  m o d e lu  P-CP okazało  się u z a sa d n io n e  w  p rz y ­
p a d k u  w s tę p n y c h  b a d a ń  do tyczących  p referencji po lsk ich  k o n su m e n tó w  w  w y ­
b o rze  m e to d  p łatności. W skazuje to  n a  ad ek w a tn o ść  m odeli ty p u  ZIP-CP w  sy­
tuacjach , g d y  o b se rw u je  się n a d w y ż k ę  (bądź  deflację) obserw acji ze ro w y ch  lub 
g d y  d w ie  z m ie n n e  liczn ikow e, o d d a jące  re z u lta ty  decyzji k o n su m en tó w , są ze 
sobą  po ten c ja ln ie  sko re lo w an e  (u jem nie  albo do d a tn io ). Podejście bayesow sk ie  
pozw oliło  n a  estym ację  p a ra m e tró w  ro zw ażan y ch  m odeli bez  o d w o ły w an ia  się 
d o  ap roksym acji a sy m p to ty czn y ch . Bayesow skie p o ró w n y w a n ie  m o cy  w yj a-
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śniającej k o n k u ren cy jn y ch  (n iezag n ieżd żo n y ch ) m odeli fo rm aln ie  p o tw ie rd z iło  
w s tę p n e  w n iosk i u z y sk a n e  w e w cześn ie jszych  b ad an iach , a do tyczące  w y b o ru  
jed n e j z d w ó c h  a lte rn a ty w n y c h  specyfikacji s ta ty s ty czn y ch  w  kontekście  zaob ­
se rw o w a n y c h  danych .
In te resu jący m  k ie ru n k iem  da lszych  b a d a ń  je s t zasto so w an ie  d w u p a ra m e tro -  
w ej ro d z in y  ro z k ła d ó w  Poissona (generalized Poisson distribution; zob. C o n su l i Jain 
(1973), Fam oye i S ingh  (2006)) d la  b rzeg o w eg o  ro z k ła d u  zm ienne j Yj b ą d ź  także 
d la  ro z k ła d u  w a ru n k o w e g o  d rug ie j zm iennej.
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